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　　摘　要：研究了一类具有控制输入时延的离散系统 H∞可靠性控制问题�提出了具有实际意义的服从某种概率
分布的随机故障模型。假设输入时延符合齐次 Markov分布�在控制器的设计中利用了控制器的历史信息�把系统
转换为无时延的 Markov跳变系统�根据 Lyapunov稳定性理论和线性矩阵不等式（linear matrix inequality�LMI）方
法�给出了故障分布依赖的 H∞均方稳定且具有 H∞范数界γ的容错控制器解的存在条件。最后�通过算例验证了
本方法的有效性。
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　　Abstract： An H∞ reliability control is investigated for a class of discrete-time systems with stochastic input
delays and actuator failures．A new practical fault model obeying a certain probability distribution is proposed．
Assuming that the input delays obey a homogenous Markovian chain and utilizing the historic information of the
controllers�an augmented Markov jump system （MJS） is developed．By applying Lyapunov stability theory and
linear matrix inequality （LMI） technology�the sufficient conditions is given for the existence of H∞ reliability
control based on fault distribution dependence with mean square stableness．An illustrative example is exploited
to show the effectiveness of the proposed design procedureness．

Keywords： fault distribution dependence；reliability control；linear matrix inequality （LMI）

0　引　言
　　随着系统控制方式的不断改进�远程控制、网络控制等
控制方式将引入控制输入时延�这将对控制系统的设计带
来新的困难�尤其是对某一控制组件发生故障时的可靠性
控制器的设计将带来新的挑战。文献 ［1］把故障定义为：
“系统至少一个特性或参数出现较大偏差�超出了可以接受
的范围�此时系统性能明显低于正常水平�难以完成系统预

期的功能”。很多情况下�为了实现可靠性控制（即“当控制
系统中发生故障时�系统依然能够维持其在安全状态�并尽
可能地满足一定的性能指标要求）�采用硬件冗余技术�但
这将带来很大的硬件成本。因此�对关键设备的故障分析�
设计合适的可靠性控制器对提高系统可靠性有着重要意

义�受到广泛重视。
Siljak 于1980年最先提出了容错控制中的可靠镇定的

概念［2］�到目前为止�线性系统的容错控制理论已经基本
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发展成熟�其方法有模型跟随方法［3］、特征空间配置方
法［4］、极点配置方法［5］、基于 Riccati 方程的方法［6-8］、基于
鲁棒控制的方法［9］、基于参数辨识的方法［10］和基于交互式
多模型的方法［11］等。

由于控制时延的引入�使得采用常规的无记忆反馈状
态控制器可能不再适用�如系统状态方程为

x（k＋1） ＝3x（k）＋ u（k－1） （1）
如采用常规的状态反馈控制器 u（k）＝Kx（k）�无论控制器
增益 K如何取值�都不能使系统稳定�因此本文将提出一
种新的有记忆的控制器设计方法。

对故障的准确描述是可靠性控制中首要的和关键的一
步。为了描述控制系统中执行器（传感器）的故障行为�文
献［12］通过把控制矩阵 B分解为 BΣ和 BΣ－�其中Σ为易发生
故障的集合�Σ

－
为不发生故障的集合�且发生故障时对应的

控制器输出为零；文献 ［13］设计了具有传感器故障的静态
输出反馈控制器�其中传感器故障模型为 yF（t）＝βL y（t）�
βL∈Ω＝｛diag｛βL1�…�βLq｝�βLs＝0�1�s＝1�…�q｝�在此模
型中传感器只能有两种状态�完全失效和完好传送；文
献［14-18］把执行器故障描述为 uF（t）＝αu（t）�其中0≤α－＜
α＜α－≤1表示执行器可能发生全部失效（α＝0）、部分缺失
（0＜α＜1）、完好（α＝1）。

在实际的控制系统中�传感器或执行器的确可能会发
生如前所述的完全失效（如卡死、供电中断等）、部分失效
（电子器件老化�增益发生负向漂移等）情况。然而把故障
描述成为一种静态行为�具有一定的局限性�因为在有一些
场合下�故障是动态的。众所周知�现代的传感器、执行器
大多都是智能型的电子装置�在恶劣环境下（如强磁场、高
温等、紫外线等）其增益容易产生时变漂移�这种漂移并不
是如前所述的一种静态行为�也即大部分文献在设计控制
器时首先设定某个（些）传感器、执行器为某一固定状态�事
实上�这只是一种“期望”；另外�需要说明的是这种增益的
变化可能会大于无故障时增益�也即尺度因子有可能大于
1。这激发了本文作者对故障模型的进一步研究。

本文的主要贡献在于：① 把系统的故障建立为更具有
一般性、符合一种概率分布的随机模型；② 通过假设控制
时延符合齐次 Markov 链分布�利用控制器的历史信息�
把含有控制时延的离散系统�采用增广的方式转换为无时
滞的 Markov 跳变系统（Markov jump system�MJS）�应用
线性矩阵不等式（linear matrix inequality�LMI）技术设计
了可靠性控制器解的存在条件。最后�通过仿真算例验证
了所提出方法的有效性。
1　问题描述

考虑具有如下形式的线性离散时滞系统

x（k＋1） ＝ Ax（k）＋B1u（k－τ（k））＋B2ω（k）
z（k） ＝ Cx（k）
x（k） ＝●（k）�k＝－h�－h＋1�…�0

（2）

式中�x（k）∈Rn 为系统的状态向量；u（t）∈Rm 为系统的控

制输入向量；ω（k）∈Rl 为外界扰动输入向量；●（k）∈Rn 为

初始状态向量；A、B1、B2 是适当维数的已知矩阵或向量；

τ（k）为控制输入时延�且0≤τ（k）≤h。
假设1　假定输入时延τ（k）＝ i（ i∈ � ：＝｛0�1�

2�…�h｝）在有限集 上服从齐次 Markov 链分布�且静态转

移概率矩阵Λ＝（p ij�i�j∈ ）�满足0≤ pij ≤1�∑h

j＝1
＝1。

控制器采用有记忆反馈控制器
u（k） ＝ KX（k） （3）

式中�X（k）＝［ x（k）　u（k－h）　…　u（k－1） ］；K为待求
的状态反馈增益矩阵。

考虑到可能的执行器故障�则式（3）变为
uF（k） ＝ΞKX（k） ＝∑m

i＝1
ξiCiKX（k） （4）

式中�Ξ＝diag｛ξ1…ξm｝�ξi（i＝1�…�m）为 m个不相关的随
机变量�并定义ξi 的期望和方差分别为μi（0＜μi＜δ）和σ2i�
Ξ0＝diag｛μ1�…�μm｝�Δ＝diag｛σ21�…�σ2m｝且 Ci ＝diag
｛0�…�0

i－1
�1�0�…�0

m－ i

｝。

注1　式（4）为考虑执行器故障的控制律�此处用随机
变量Ξ来替换已有文献中的静态尺度因子。众所周知�由
于执行器的老化、外部干扰（强磁场、强电场、温度变化等）
以及机械装置的卡涩�可能会造成执行机构放大增益的变
化�这种变化不是一种静态的�而是一种按某一概率分布变
化的。显然�如果用静态的尺度因子（即在设计控制器增益
时�考虑的执行器故障是完全失败或某一特定的部分失败）
不能对这种现象进行准确刻画。事实上�在实际系统中�增
益发生漂移�并在某一范围波动是执行器经常出现的现象。

注2　类似文献 ［19］对传感器误测量的建模方法�
式（4）中Ξ为一表征系统执行器故障的随机矩阵�如果取
ξi＝0即为某一执行器彻底失败�0＜ξi＜1表示执行器部分
失效�ξi＞1表示执行器的增益发生正向漂移�而σi 表示执
行器的增益的波动情况�因此本文采用的故障模型包含已
有故障模型的情形�更具有一般性。

注3　值得说明的是�执行器（传感器）的部分部件发
生故障�可能造成增益变大或变小�而在已有的大部分文献
中把执行器（传感器）的故障归结为失效或部分失效�即增
益变小是具有一定局限性的。本文设计的故障模型对原有
的故障模型做了扩展。

结合式（2）、式（4）及假设1�可得τ（k）在 i（ i∈ ）模态
时的闭环系统模型为

X（k＋1） ＝ ［Ai ＋B
－
1Ξ0Ki ＋

　　B
－
1（Ξ－Ξ0）KiX（k）＋B

－
2ω（k） ］

z（k） ＝ CX（k）
X（i） ＝●

－
（i）�i＝－h�…�－1

（5）

式中
Ξ0＝ diag｛μ1　μ2　…　μm｝

　　　　　
i

Ai ＝

A 0 B … 0
0 0 I … 0
   
0 0 0 … I
0 0 0 0 0
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B
－
1 ＝

0
0

0
I

�B
－
2 ＝

B2
0

0
0

�C＝

CT

0

0
0

T

　　本文主要目标是：针对线性离散时滞系统（2）�确定有记
忆容错控制器（4） 的增益 Ki�使得在执行器发生服从某种概
率分布的时变故障时�增广的闭环系统（5）均方渐近稳定。

2　主要结果
当系统（2）采用考虑执行器故障的容错控制器（4）时�

定理1的结论将对容错控制器（4）中增益 Ki 的设计起着重
要作用。

定理1　对于给定的 Ki（i∈ ）、μj、σj （ j＝1�2�…�m）�
如果存在适当维数的实对称矩阵 Pi ＞0�使得矩阵不等
式（6）成立�则系统 MJS（5） H∞均方渐近稳定�且具有 H∞
性能指标γ。

　

－Pi 0 （Ai ＋B
－
1Ξ0Ki）T P

－
i Θ C

－

∗ －γ2I B
－T2P

－
i 0 0

∗ ∗ －P
－
i 0 0

∗ ∗ ∗ － 0
∗ ∗ ∗ ∗ － I

＜0 （6）

式中�P
－
i＝∑j

i＝1
p ij P j； ＝diag｛P－i�…�P

－
i

m

｝；Θ＝［σ1KT
i CT1BT1

P
－
i…σmKT

i CT
mBT1P

－
i ］；∗表示对称位置矩阵块的转置。

证明　定义如下形式的 Lyapunov 函数
V（X（k）�k�i） ＝ XT （k）Pi X（k） （7）

由式（4） 定义�Ξ0＝ ｛Ξ｝�则有
｛Ξ－Ξ0｝＝0 （8）

｛（B
－
1（Ξ－Ξ0）Ki）T P

－
iB
－
1（Ξ－Ξ0）Ki｝＝

∑m

i＝1
σ2i KT

i CT
i BT1P

－
iB1CiK i （9）

沿闭环系统（5）的运行轨迹对式（7）求差分并取其期望
｛ΔV（k）｝＝ ｛［V（k＋1�τ（k＋1）|X（k）�τ（k） ＝ i） ］－

V（X（k）�i）｝＝
｛XT （k）（Ai ＋B

－
1Ξ0Ki）T P

－
i（Ai ＋B

－
1Ξ0Ki）＋

∑m

j＝1
σ2j （B

－
1CjK i）T P

－
iB
－
1CjK i －Pi｝X（k）＋

2（Ai ＋B
－
1Ξ0Ki）T P

－
iB
－
2ω（k）＋

ωT （k）B
－T2P

－
iB
－
2ω（k）＋ zT （k）z（k）－

γ2ωT （k）ω（k）－ zT （k）z（k）＋γ2ωT （k）ω（k） （10）
式中�P

－
i ＝∑h

j＝1
p ij P j。由 Schur 补可知�如果条件（6）成

立�则
｛ΔV（k）｝≤

－λ｛ξT （k）ξ（k）－γ2ωT （k）ω（k）＋ zT （k）z（k）｝ （11）
式中�ξ（k）＝［XT （k）ωT （k） ］T。

由式（11）可知�当ω（k）≡0时
｛ΔV（k）｝≤－λ｛XT （k）X（k）｝ （12）

因此�系统（5） 是随机均方稳定的。
在零初始条件下�对式（11） 从0到∞求和�得到

∑∞k＝0 ［zT （k）z（k）－γ2ωT （k）ω（k） ］ ＜－V（∞） ＜0
即

∑∞k＝0 zT （k）z（k） ≤γ2 ∑∞k＝0ωT （k）ω（k）

　　定理1给出了系统（5）的 H∞均方稳定的充分条件�下
面将设计容错控制器增益 Ki。

定理2　考虑执行器故障的闭环控制系统（5）�对于给
定的γ、μj、σj （ j＝1�2�…�m）�如果存在适当维数的实矩阵
χi＞0以及矩阵Y i�满足线性矩阵不等式（13）�则存在状态
反馈容错控制矩阵 Ki＝Y iχ－1

i 使系统（5） H∞均方渐近稳
定�则

－χi 0 χiAT
iWi ＋YT

iΞT0B
－T1Wi Θ

～ χiC
－T

∗ －γ2I B
－T2Wi 0 0

∗ ∗ －χ
～

h 0 0
∗ ∗ ∗ － Ji 0
∗ ∗ ∗ ∗ － I

＜0

（13）
且满足 H∞性能指标γ。
式中�Θ

～＝［σ1YT
i CT

i BT1Wi…σmYT
i CT

i BT1Wi ］（ j＝1�…�m）；χ
～
h＝

diag｛χ1�…�χh｝；Ji＝diag｛χ～h�…�χ
～
h

m
｝。

证明　定义Wi＝［ p i1 I�…� p ih I ］�P＝diag｛P1�…�
Ph｝�χi＝P－1i 则

P
－
i ＝WiPWT

i （14）
　　定理1已经证明了闭环系统（5） H∞均方渐近稳定的充
分条件�将式（14）代入式（6）�进行 Schur 补转换�对其左
乘、右乘矩阵 diag｛χi�I�I�I�I｝及其转置�并令 Y i＝Kiχi�
则可得条件（13）。 证毕

注4　本文提出了故障分布相关（定理2中的Ki（i∈L）
和故障的期望μj 和方差σj（ j＝1�2�…�m）相关）的容错控制
器设计问题�而已有文献只是对发生的静态故障行为作了可
靠性设计�这在一定程度上会增加控制器设计的保守性。同
时�也没有考虑故障为时变的问题。

3　数值算例
考虑离散线性时滞系统（2）的参数为

A＝ 1．1 0
0 1．02 �B1 ＝ 0．5 1

－1 2
B2 ＝ 1

－1 �C＝ ［0．1　－0．1］

●（k） ＝ 0．5
－0．2 �k∈｛－2�－1｝

并假设扰动

ωk ＝ 0．1sin （k）�k＝10�…�15
0�其他
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时滞概率转移矩阵为

Λ＝ 0．8 0．2
0．4 0．6

选取Ξ0＝ 0．1 0
0 1．1 �Δ＝ 0．1 0

0 0．2 �也即执行器1部
分失效�执行器2增益有1％的正向漂移�且两个执行器
都存在小幅波动。

通过定理2�在 H∞性能指标γ＝5下�可以求出在该情
况下容错控制器（4）增益为

K1 ＝

－3．8974 1．8699 0．01890．0491－4．0057 0．0457
－0．0767－0．21480．01560．0414 0．1949 －0．5743

K2 ＝

－4．1928 1．9457 －3．81390．0059 －1．59540．0384
－0．0880－0．22990．1853 －0．53070．0773 －0．2087
　　图1给出了时滞的模态切换图�图2给出了系统在给
定条件下的状态响应�表明在发生故障后系统在可靠性控
制器的作用下�依然能够保证一定的控制性能�说明了本方
法的有效性。

图1　时延模态图

图2　系统状态响应曲线
4　结　论

本文提出了一种更具有实际意义的随机故障模型�针对
一类具有输入时延的离散系统�研究了考虑执行器故障的容
错控制器的设计问题�运用线性矩阵不等式的方法�给出了

使得系统 H∞均方内指数渐近稳定且具有 H∞范数界的故障
分布依赖的解的充分条件�算例验证了本方法的有效性。
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